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De spannning bij een tussen twee punten belast koord

In NVOX, ”Tijdschrift voor natuurwetenschap
op school”, verenigingsblad van de NVON,
stond in 28e jaargang nummer 2, februari
2003, het artikel ”Survival of the Smartest, of
hoe spannend kan natuurkunde worden”, van
Rob Ouwerkerk, stedelijk gymnasium Haarlem.
Daarin wordt de spanning geanalyseerd die ont-
staat in een koord, dat aan de uiteinden is op-
gehangen en gespannen wordt door een punt-
last ergens daartussen. In het bijzonder wordt
het probleem van de grootte en positie van de
maximale spanning opgelost voor het geval de
ophangpunten even hoog zitten. We analyseren
het probleem opnieuw, maar dan voor ongelijke
hoogte van de ophangpunten.

Beschrijving van de situatie

We stellen ons voor dat een (massaloos, dikte-
loos,..) koord is opgehangen, enerzijds in punt
P1, anderzijds in punt P». Zonder verlies van
algemeenheid nemen we P, rechts van en ho-
ger dan P;. De last is zodanig bevestigd dat
de koorddelen worden strak getrokken naar een
punt P. Bij een constante lengte van het koord
vormen de punten P een ellips met de punten P;
en P, als brandpunten. De brandpuntsafstand
is 2¢ = P P, de ’lange’ as is 2a = P,PP, =
r1 + r2, de lengte van het koord. De excentri-
citeit is € = e/a. De ’korte’ as 2b is bepaald
door b2 = a?® — e2. De kegelsnedeparameter is
p = b%/a, de richtlijnafstand is d = a?/e.

model van de posities en de spanningen

We kiezen de cotrdinaatas langs Py P>, met de
oorsprong halverwege. Merk op, dat de situatie
van de ophangpunten ten op zichte van het door-
hangpunt symmetrisch’ is, tenminste als we de
tweede hoek als ¢4, = m — g zien. De hoeken

worden rechtsom gemeten van de richting OP»
af. Dat betekent ook dat we in gedachten de
last van onder P, ’verschuiven’ naar onder P,
in de richting van toenemende hoeken.

Spanningen in koord

Tengevolge van de (punt)last S in het ophang-
punt P van het koord ontstaan spanningen in
het koord, en wel in het deel naar het ophang-
punt P; de spanning S; en in het deel naar het
ophangpunt P» de spanning S;. Die spanningen
moeten in punt P de last opheffen: het paral-
lelogram van de spanningen heeft het tegenge-
stelde van de last als diagonaal (zie de gestip-
pelde deelfiguur). De grootte van de spannin-
gen wordt ondermeer bepaald door de hoek die
de horizon maakt met de grote as van de ellips
(Py Py); die hoek noemen we ¢g. We vinden de-
ze bijvoorbeeld door de sinusregel toe te passen
op de driehoek SPS; met zijden Sy, Sy en S
en hoeken @9 — g — 7/2, /2 — (1 — @o) en
™= (g2 — 1)

S1_ —cos(p2 — ¢o)
S sin(p2 — 1)
S2 _ cos(pr — o)

S sin(pa — 1)

We zien dat de spanning is uitgedrukt in een
quotiént, waarvan de noemer bepaald wordt
door de hoek tussen de twee koordeinden ¢o —
1. De teller wordt bepaald door de cosinus van
hoek die het andere koordeind maakt met de ho-
rizontale richting: als een koorddeel een kleine
hoek met de horizontaal maakt leidt dat tot een
grote spanning in het andere koorddeel.

Welk ophangpunt voelt de
meeste spanning

Kiezen we het lastpunt P vertikaal onder een op-
hangpunt, zeg P», dan is So = S en P, draagt
alles. Zodra het lastpunt echter van het ophang-
punt af beweegt zal een deel van de last worden
overgenomen door het andere ophangpunt. Op
welk punt (of punten) verwisselen Sz en Sy van
rol’?
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De voorwaarde Sy > S7 komt overeen met de
voorwaarde (zie de spanningsdriehoek)

1 1
802—800—57T<57T—(<P1—<P0)
welke vereenvoudigt tot de voorwaarde

2(902+<,01)< %F-f—(po (1)
Het linkerlid stelt de deellijn voor van de hoek
tussen de twee koorddelen, het rechterlid de ver-
tikale richting. Het is een wel bekende eigen-
schap van de ellips dat de deellijn van hoek
P PP; naar de brandpunten gelijk is aan de nor-
maal op de raaklijn in P aan de ellips. Het ge-
zochte evenwichtspunt heeft dus een horizontale
raaklijn aan de ellips. Daaruit volgt:

De spanning Sy is groter dan S; als P ligt
tussen P; en het laagste punt van de ellips.

Spanning boven de last(1)

De spanning Sa (of S1) zal alleen groter kunnen
worden dan de last S als het koord 'voldoende is
gespannen’, waardoor de koordeinden vrijwel in
elkaars verlengde komen te liggen. In dat geval
mogen we aannemen dat het koorddeel naar het
laagste ophangpunt (in onze figuur P;) de klein-
ste hoek zal krijgen met de horizontaal, en dus
de spanning maximaal zal worden in het andere
deel (S2).

De voorwaarde Ss; > S komt overeen met de
voorwaarde (zie spanningsdriehoek)

1
EW—(¢1—¢0)>7T—(<P2—%01)

welke vereenvoudigt tot de voorwaarde

(2)

Het linkerlid stelt de hoek voor die het koorddeel
naar P, maakt met de vertikaal, het rechterlid
het dubbele van de hoek die het koorddeel naar
P; maakt met de horizontaal. Daaruit volgt:

1
902—900—;7T>2(901 — o)

De spanning S5 is groter dan de last S als
de hoek die PP, met de vertikaal maakt
minstens 2 maal de hoek is die PP; met
de horizontaal maakt.

Als we onder P» beginnen, dan is de hoek met
de vertikaal 0, en aan de ongelijkheid voldaan

als o1 < @o: het koord loopt vanaf P; om-
hoog. Voor de lengte geldt dan 2a < (sin g +
cos g )2e, wat kan worden herleidt tot:

et < V2sin(po + iw)

Dit is wel een voldoende voorwaarde om Sy bo-
ven S te laten groeien, maar niet een noodzake-
lijke, omdat alleen aan de rand is gekeken. Zo
krijgen we bijvoorbeeld bij even hoge ophang-
punten de oneindig strakke voorwaarde € = 1.
Is het koord niet zo strak, dan zal weggaande
van de rand eerst Sy onder S zakken, maar kan
So even verder alsnog boven de last stijgen en
voldoen aan de hoekvoorwaarde. Dat vergt een
nadere analyse van de spanning als functie van
de positie.

Positie, hoek en spanning

Het is duidelijk dat bij gegeven koordlengten
r1 of ro de positie van het lastpunt P bepaald
is, zowel als de hoeken waaronder koorddelen
staan. Zoals altijd heeft het voordeel om sym-
metrische en dimensieloze variabelen te gebrui-
ken. We kiezen als positieparameter t, de af-
stand van het lastpunt tot het midden van het
koord, gemeten in eenheden e: t = (ry —a)/e =
(a—r2)/e. Het blijkt overigens dat ¢t = x/a, met
x de codrdinaat van het lastpunt langs de lange
as van de ellips. De cosinus van de hoeken van
de koorddelen worden als volgt in ¢ uitgedrukt
(zie bijlage Posities en hoeken):

e+t

CcoS Y1 = T1d
e—1t
coscpgz—l_et

De positieparameter ¢ kan variéren tussen de po-
sities waar het lastpunt vertikaal onder een op-
hangpunt is. Vertikaal onder P;: ¢; = %w ~+ o,
en vertikaal onder Ps: ¢o = %w + . De mini-
male en maximale t-waarden liggen daarom in
de buurt van +e:

€+ sin g
tmi t1=——m— > —1
mm ! 1+ esinpg —
€ — sin
tmax t2: B Ll _1
1 —esinyg

Ook de vergelijkingen voor de sinus van de hoe-
ken en de spanningen kunnen we uitdrukken in
de positieparameter ¢. Daarbij bezien we de



spanningen S5 en S; ten op zichte van de last S.
Na wat omwerkingen (zie bijlage Spanningen) en
gebruikmakend van de relatieve kegelsnedepara-
meter A =p/e =1/¢ — €. vinden we:

Sy _(e'=t)(e+1) .
S o2Vl —¢2

52551 v

sin g

0s o + (e 1= 1t) 5

cos o + € Lsin g

t
V-1
Spanning boven de last(2)

We hervatten de analyse naar de voorwaarde:
”de maximum spanning komt juist boven de last
S”. We ’beperken’ ons daarbij tot de situatie
met Sy > S7 en Sy > S. Daartoe moet de waar-
de van € voldoende hoog zijn (koord voldoende
strak getrokken).

Als de last recht onder P, hangt is natuurlijk
Sy = S, dus voor t = ty is S2/S = 1. Als
de maximale spanning boven de last is, dan zal
S3/8 =1 als functie van ¢ behalve een oplossing
t = t2 nog één of twee oplossingen hebben voor
kleinere t. Het maximum ligt dan tussen die
oplossingen in. Wanneer twee oplossingen sa-
menvallen moet dat tegelijkertijd het maximum
zijn: de vergelijking So/S = 1 heeft dan een
dubbele oplossing.

De vergelijking So /S = 1 kan worden geschreven
als een vierdegraads veelterm in ¢, met parame-
ters € en ¢o en de bekende oplossing ¢t = to.
Door uitdelen van de bekende oplossing wordt
de veelterm omgezet in een derdegraads veel-
term in ¢ (zie bijlage Lastspanning):

0 = €2(1 + esin po)t> +
—€(2 =36 — esingg)t? +
+ (1 — 2€% — esin )t + (3€ — 4€> — sin )

Een derdegraads veelterm heeft een dubbel nul-
punt als zijn determinant nul is. Het nul wor-
den van de determinant leidt tot de voorwaarde
waarbij de spanning nog juist gelijk is aan de
last:

singpg = (14 18¢* — 27¢*) /8¢

Het rechterlid van de laatste vergelijking is een
niet stijgende functie van e, met als laagste
waarde —1 als ¢ = 1. Hoe groter de hellings-
hoek ¢, hoe kleiner de excentrictiteit kan wor-
den waarbij de spanning boven de last kan uit-
komen. Gelukkigerwijze is de vergelijking op-
losbaar voor drie randgevallen van sing. Al-
lereerst voor singy = 1: € = 1/3, vervolgens

voor sin gy = 0: € = v/3 4+ 2v/3/3 = 0,8475, en
tenslotte voor sin gy = —1: € = 1. Voor € < 1/3
wordt het rechterlid groter dan 1, zodat geen op-
lossing voor ¢y mogelijk is. Conclusie over het
maximum van de spanning boven de last:

De maximale spanning S is groter dan de
last S als € > 0,8475; is % <e<0,8475
dan is dat het geval bij voldoend grote ¢q;

Topspanning

Voor het vinden van de maximale spanning gaan
we uit van de nulpunten van de afgeleide van
S2/S. We gebruiken daarvoor de spanning uit-
gedrukt in de ellipshoekvariabele ¢: t = z/a =
cos ¢. De topspanning wordt bereikt als de afge-
leide van de spanning naar de hoek nul is. Het
blijkt dan dat voor de topspanning geldt, uit-
gedrukt in de variabele Y = 1/ sin ¢(zie bijlage

Topspanning):
1 1
Y \ cos?

+ tana(e — AY?))

Sa  cos g

S 2ver

+ (AY2)2> +

waarbij we de parameter A (kegelsnedeparame-
ter) hebben benut en de scheefheidsparameter
a: tana = /1 — €2 tan p. De variabele Y is de
kleinste oplossing boven 1 van de zesdegraads
vergelijking:

1

0=MY°% -2 tanaY? - Y? + —
COS“ v

We zien dat een grotere €, dus kleinere A, leidt
tot een kleinere Y, dus een oplossing dichter bij
Y =1, ¢ = 7/2 of t = 0. Deze vergelijking
kent geen algemene oplossing. Wel kan ze wor-
den ’opgelost’ als het koord horizontaal hangt,
wo = a = 0, omdat de vergelijking dan redu-
ceert tot een derdegraads vergelijking:

3v3

cosp = —T/\

Y2 = % cos(p/3)

In het algemeen echter moeten we ons tot nu-
merieke oplossingen beperken. Voor een inzicht
zie grafieken van de spanning bij enkele X ellips-
waarden en enkele hoeken .



BIJLAGEN

Bijlage: Posities en hoeken

We stellen eerst de vergelijkingen op waaraan de
posities Py, Pa, P, de hoeken @1 > 0, w2 > 7/2,
de afstanden r, 1 en ro moeten voldoen. We
kunnen de cosinus- en sinusregel ieder driemaal
toepassen op de driehoek P} P, P met zijden o,
r1 en 2e, en hoeken @1, o — 7 en Yo — @1

r2 = r? + 4e* — der; cos ¢y

r? =13 + 4e* 4 derg cos po
462 _ 7‘% + 7‘% —2riro COS(SD2 - 901)
sings /ry = sings/r1 = sin(p2 — ¢1)/(2€)

Verder moeten de vergelijkingen voldoen aan de
voorwaarde van een vaste koordlengte [:

(3)

Daarmee kunnen we de vergelijkingen herschrij-
ven, gebruikmakend van de elliptische parame-
ters excentriciteit € = e/a, en korte as b, met
b? = a? — €2, en kegelsnedeparameter p = b?/a:

ri+ro=2a=1

p=r1(1—€cosp)
p=ra(l+ €cosps)

1
b2 = T1’I”2;(1 + COS(QDQ — (pl))

sin 1 /1o = sina /11 = sin(p2 — ¢1)/(2€)
= (sin 1 + sings)/(2a)

Het is zinvol de vergelijking met verschilhoek te
vereenvoudigen, door over te gaan op halve hoe-
ken:

1
b= \/rlrgcos;(gog — 1)
.1 L1
sin ~(p2 — 1) = esin (2 + 1)

Zoals altijd heeft het voordeel om dimensielo-
ze variabelen te gebruiken. We kiezen de po-
sitieparameter t = x/a, de (z)codrdinaat van
het lastpunt langs de lange as van de ellips,
gemeten in eenheden a. De richtlijnafstand
d = a?/e is de afstand van het midden van de
ellips tot een richtlijn. Een ellips heeft de eigen-
schap dat de verhouding tussen de afstand tot
een brandpunt en de afstand tot de bijpassen-
de richtlijn gelijk is aan de excentriciteit. Dus
r1 = e(d+2) = ed+ex = at+ex/a = (e ' +t)een
ro = €(d —x) = (7' —t)e. De positieparameter
t is niets anders dan de positie van het lastpunt,

gemeten vanaf het middenpunt van het koord,
uitgedrukt in de constante lengteeenheid e, de
halve afstand tussen de brandpunten van de el-

lips.
r rm—a
t = — = =
a e e

a —T9

Verder gebruiken we de relatieve kegelsnedepa-
rameter A = p/e = 1/e — e. De afstanden uitge-
drukt in ¢ worden:

= (et +t)e ro = (et —t)e
Relaties tussen hoeken en posities worden:
A= (e +1)(1 —ecosypy)
= (e ' = t)(1 + ecosypy)

VA= Ve 2 — t2\/ecos é(gpg — 1)

_ sin(ps — 1)
e+t 2

sin g sin g
el —¢

De cosinus van de hoeken uitgedrukt in ¢:

e+t
COS(p1—1+€t
€e—t
COSQpQZ—l_et
1 V=€
sl = U=

Bijlage: Spanningen

De spanningen S; en Sy — S; ten op zichte van
de last S zijn:

Se cos(er— ¢0)

S sin(pa — 1)

S2— S _ cos(ipr — o) + cos(p2 — p0)
S sin(p2 — 1)
cos(2 (2 + ¢1) — ¢o)
sin (2 — 1)

Splitsen van de tellers geeft:

Ss coSs 1
— = —— T _cosyo+
S sin(g2 — 1) o
sin @1 .
—————sinyyg
sin(pa — 1)
So — 51 COS%(<P2+901)
=— COS o+
S sin 5 (02 — 1)

sin %(@2 + 1)

; sin @q
sin 5 (02 — ¢1)



De vergelijkingen voor de spanning drukken we
uit in de relatieve positie t. Het quotiént van si-
nussen in de tweede term is rechtstreeks te vin-
den uit de sinusregels:

. sin @1 :l((l_t)zl_et

s1n(<p2 —p1) 2 2¢
sing(p2+91) 1
ErETey S

De cosinussen van ¢ en %((pg — ¢1) vonden we
al eerder uit de cosinusregels. Voor de sinus-
sen van de verschilhoek, en de cosinus van de
somhoek, is meer werk nodig, uitgaande van de
cosinus van de halve verschilhoek:

e2-1

—2 —t2
ev1—t2
V1 — €22
V1—1t2

1 — €2¢2
Ji—e .t
V1 — €22

sin(pe — 1) = 2sin P2 ; p1 cos P2 ; P

:26\/1—62%
—€

sin — ((pg —p1)=14/1-—

sin — (902 +¢1) =

cos ~ (<p2 1) =

Door invullen van de verschillende cosinus en
sinus factoren worden de vergelijkingen voor de
spanning So:

S (e +)(1 — €22)
— = €os o+
S (1+et)2ev1 — €21 — 12
- t)suupo
cospg (e+1t)(1—et) singg
= (1 —et)
2¢v/1—€2 /1 -—1¢2 2€

en voor Sy — Si:

So—81  Vl—e>cospg sin g
S o € V1—1¢t2 €

Dit is een goed uitgangspunt voor ’spanning bo-
ven de last’.

Een ander inzicht in het functieverloop ont-
staat door over te gaan op de hoekparameter
cos ¢ = x/a met de substitutie ¢ = cos ¢:

(1— et +e(l—1%)

sin ¢

(e+t)(1 —et) =

Sz cos oS ©o
— sin ¢ + A cot
S 2ven (sin ¢ ¢)+

(I1—ecos¢)

Bijlage: Lastspanning

Door de vergelijking in ¢ van S5 te vermenigvul-
digen met de noemer van de eerste term in het
rechterlid bij lastspanning S5 = S krijgen we:

2e/1 — €21 —t2 =cospp(e+t)(1 —et) +
+V1—e2y/1—t2sinpo(l — et)
(26 —sinpp(l —et))V/1 —e2/1 -2 =

= cospo(e+t)(1 — et)

Door kwadrateren ontstaat een vierdegraads
veelterm in ¢.

(1 — €%)(2€ — sin (1 — et))?(1 — t?) =
= (1 —sin® o) (e + t)*(1 — et)?

We weten echter dat het rechterrandpunt vol-
doet: t = tq is een oplossing, en de factor p; =
(1 —€esingg)(ta —t) = e —sinpg — (1 —esing)t
kan worden afgesplitst. Merk op, dat

2e —sinpo(l — €t) =p1 + (e + 1)
zodat we de term in de kwadratische vgl die geen

p1 bevat uit het linkerlid naar het rechterlid kun-
nen brengen:

(1—€)pi(p1 +2(e +1))(1 — t2) =

= (cos® po(1 —et)® — (1 — — %)) (e+t)°
= ((e —t)* —sin® (1 — et) ) (e + )2

= (= &) +sinpo(1 = et)) pa(e +1)?

De p; factor kan worden uitgedeeld. Verder uit-
werken (Maple) geeft de derdegraads veelterm:

0 = €*(1 + esin po)t* +
—€(2 — 3¢% — esingpg)t? +
+ (1 — 2¢® — esin )t + (3€ — 4€ — sin )

Met de relatieve coéfficiénten: a = a2/a3, b =
al/a3, ¢ = a0/a3, de verschuiving ¢t — a/3 en
coéfficiénten p = (b — a?/3) en ¢ = (¢ — ab/3 +
2a3/27) krijgt de veelterm de vorm t* + pt + q.
Met de determinant D = (q/2)%+ (p/3)? kan de
oplossing van deze derdegraads veelterm wor-
den bepaald, waarbij het teken van D het ty-
pe van de oplossing bepaalt. Voor negatieve
D heeft de oplossing de gedaante ¢ = a/3 —

2,/—p/3cos(a/3) met cosa = (q/2)/(—p/3)%/2.



De determinant blijkt te kunnen worden gefac-
toriseerd (Maple):
_4cos? po(1 — €?)? (
27 (1 + esingpg)d
14+ 18€% — 27¢* — 8esin )

Het nul worden van de determinant geeft aan
dat twee nulpunten samenvallen, dat wil zeggen
de twee punten waarbij S; = S vallen samen.
Dus is de voorwaarde waarbij de spanning nog
juist boven de last is:

singpg = (14 18¢* — 27¢*) /8¢

Omdat de sinus tussen 1 en —1 moet liggen vin-
den we daaruit de beperkingen voor het hebben
van een spanning boven de last.

Bijlage: Topspanning

De spanning kon worden uitgedrukt in de ellips-
hoekvariabele ¢:

So  cosyg , .

— = sin ¢ + Acot ¢) +

§ Ty moTAcote)
sm;oo (€71 = cos @)

De notatie kan nog iets worden vereenvoudigd
met behulp van het faseverschil o tussen de
sinus- en cosinusterm:

s
tanq = SEASMPO V1 — €2 tan g

oS ©q
Sz cos o

R 2VeA
Vanuit de voorstelling van de spannig als functie
van ¢ kunnen we eenvoudig de voorwaarde voor
de topspanning afleiden. Immers bij de topspan-
ning zal de afgeleide van de spanning 0 zijn:

S2\'d (S /dt

(3)-%(3)/%
~ Ccos g _ A
0= 2v/EN (Cow sin? ¢

De voorwaarde voor topspanning gebruiken we
om de cos-term uit te drukken in de sin-term bij
de topwaardepositie sin¢p = Z:

+ tan arsin ¢>

A
cosp = 73 Z tan a

Hierbij is Z de ’geschikte’ oplossing voor sin ¢
met 1 — sin® = cos?. Geschikt is: de grootste
Z < 1 oplossing, die maximum geeft. Kwadra-

teren en vereenvoudigen geeft een zesdegraads

veelterm in Z:
A 2
1-2%2= (ﬁ —Ztana)
ZG

cos? o

0=X\ —2\tana 2z — Z* +

Door substitueren van de cos-term en sin-term
uitgedrukt in Z, en uitwerken, vinden we voor

de topspanning
1 A\
A -z
< <6082a + (22) ) +
A
+ tan« E_ﬁ

Om de topwaarde te kunnen bepalen moeten we
eerst de waarde van Z vinden. Er is geen sim-
pele oplossing van Z voor een zesdegraads veel-
term. Merk op, dat de term A\/Z? een belang-
rijke rol speelt. Door de combinatie W = \/Z?
als variabele te nemen is de vergelijking te 'ver-
eenvoudigen’. Vervang Z door \/X/ VW, zodat
W voldoet aan de 'veelterm’:

Sz cos o

S 2vex

A
0=W?*—2\tana YW — W + —
cos? o
De topwaarde die daarbij hoort is:
Sz _ €08 o VA 1 w2 4+
S 2vex \ VI \ cos? a

+ tana(e — W))

In het bijzonder, met W als parameter (nume-

(sind) + Acoté + tanoa(eil _ cos ¢)) riek), geldt een derdegraads vergelijking in W:

0=W3— (14 2V AtanaVW)W +

cos? o

die door de substitutie W = a(w + w™!) en de

keuze 3a® = 1 4 2v/Xtanav/W overgaat in de

tweedegraads vergelijking in w?:

- \/1+2\/Xtana\/W
T V3

0=a*(w®+w?) +

A

cos? o

De laatste heeft reéle oplossingen als a® >
A/(2cos? @) (dus als A\ klein genoeg is) met w
op de eenheidscirkel van het complexe vlak:

A
2a3 cos? «
W = \/Z% = 2a cos(p/3)

wl=e¥ cosp=—

De geschikte ¢/3 is de keuze met de kleinste
W > X oplossing.
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De belasting als functie van ¢ bij A = 0.45 en ¢p = 0.5, 0.1 en 0.
~1.25

De belasting als functie van t bij A = 0.40 en ¢¢ = 0.5, 0.1 en 0.
~1.25
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De belasting als functie van ¢ bij A = 0.35 en ¢p = 0.5, 0.1 en 0.
~1.25
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De belasting als functie van ¢ bij A = 0.30 en ¢o = 0.5, 0.1 en 0.



