Projecties van de globe op een recht raakvlak

Lengte en breedte op de globe

Standaard wordt de globe, geidealiseerd gedacht
als bol, getekend in een rechthoekig assenstelsel
waarbij de assen als volgt worden gekozen. Van-
uit het midden van de globe:

a langs de globe-draaias, richting noordpool;

b naar het snijpunt van evenaar en lengtecirkel
van Greenwich;

¢ naar het punt op de evenaar 90 graden ten
oosten van Greenwich;

Hierdoor liggen de laatste twee assen in het vlak
van de evenaar; de eerste twee assen liggen in het
Greenwich lengtecirkelvlak; de eerste en laatste
as liggen in het gebruikelijke projectievlak voor
kaarten.

Het is handiger om de volgorde van de as-
sen aan te passen zodat de eerste twee assen het
projectievlak vormen:

1 naar het oosten;
2 naar de noordpool;

3 naar de evenaar;

De coordinaten van een punt op de globe
kunnen in bolcodrdinaten worden gegeven. Trek
eerst een breedtecirkel (parallel aan de evenaar)
en een lengtecirkel (meridiaan) op de globe die
door het punt gaan. Het vlak van de breed-
tecirkel is evenwijdig aan het vlak van de eve-
naar. Het vlak van de lengtecirkel bevat de glo-
bedraaias. De twee cirkels bepalen de volgende
afstand en hoeken:

e de straal van de globe, die we 1 nemen
(afstandeenheid: aardstraal);

e de hoek tussen het vlak van de lengtecir-
kel en het Greenwich lengtecirkelvlak ge-
naamd de lengte en genoteerd als (;

e de hoek tussen het evenaarvlak en de voer-
straal naar het punt genaamd de breedte
en genoteerd als ¥;

Een globepunt met bolcodrdinaten (p, ) komt
overeen met het punt met cartesische (recht-
hoek)cosrdinaten x1, x3 en x3. Een globepunt
kan worden bereikt vanaf het punt op de evenaar
met lengte en breedte 0, door twee rotaties: de
eerste rotatie om de globedraaias 2 over de hoek
©, gevolgd door de tweede rotatie om de (mee-
gedraaide) draaias 1 over de hoek 9.

Azimutale projectievlak

Bij een azimutale projectie wordt de globe af-
gebeeld op een raakvlak aan de globe. Neem
als raakpunt een globepunt met bolcoérdinaten
(po,90). Dat raakpunt noemen we de oor-
sprong O (Porigin’). Het raakvlak aan de bol
in de oorsprong is het projectieviak V' (’vlak’).
Draai nu de standaard assen naar de oorsprong,
zoals eerder is aangegeven. De drie assen krijgen
dan de volgende richtingen vanuit O:

1 in het projectievlak naar het oosten;
2 in het projectievlak naar het noorden;

3 loodrecht op het projectievlak;

We zoeken de codordinaten van de projectie van
het globepunt z, het projectiepunt, in de assen
bij de oorsprong.

Als tussenstap bepalen we eerst de coordi-
naten ten opzichte van het systeem dat alleen
de draaiing om de aardas heeft gehad: de 2de
as is nog steeds de aardas en de assen 3 en 1
liggen nog steeds in het evenaarsvlak. De straal
naar het globepunt maakt de hoek ¥ met het
evenaarsvlak. Het punt ligt dan op een hoek
¢ — @o langs de evenaar; kortheidshalve note-
ren we in het vervolg

¢=¢—po (1)
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De hoogte boven het evenaarsvlak is x4 = sinv
en de afstand tot as 2 gelijk cos?). De laatste
kan weer worden onbonden in de codrdinaten
langs as 3 (cosinus) en langs as 1 (sinus) onder
de hoek ¢. Alles bijeen is het tussenresultaat:

¥y = cosdsing
/ o .

Ty = sind

xh = cosvcos



Tenslotte draaien we om as 1 de hoek Yo terug
met de rotatiematrix R;(—9Yo) om de precieze
coordinaten voor zo en x3 te vinden:

1 10 0 o,
o | = [0 cos¥do —sindp xh
T3 0 sindop cosdo xh

Met als resultaat de rechthoekcoordinaten:

x1 = cosVsin¢
Lo = cos Yo sin ¥ — sin Yo cos ¥ cos ¢

(2)

r3 = sin Yo sind + cos Yo cos ¥ cos ¢

Merk op, dat als dit wordt toegepast op O, met
oo = ¢ — po = 0, we de oorsprong in (0,0,1)
vinden, omdat sin o = 0 en cos o = 1. Dit is
het wiskundig uitgangspunt voor azimutale pro-
jecties van de globebol op het projectievlak in
een als oorsprong gekozen globepunt.

Azimutale projecties

We beperken ons tot projecties vanuit een vast
punt op het raakvlak aan de bol. Het projectie-
punt wordt op verschillende manieren gevonden.
Meestal als het snijpunt van de projectielijn met
het raakvlak. We beschrijven vijf soorten azi-
mutale projecties:

1. projectielijn loodrecht op het vlak: ortho-
gonaal;

2. projectielijn vanuit een vast punt buiten

de bol (de la Hire, 1673): stereografisch;

3. projectielijn vanuit het punt tegenover de
oorsprong (Ptolemaeus, 1lste eeuw): con-
form;

4. projectielijn vanuit het midden van de bol:
gnomonisch;

5. projectie door omcirkeling van de koorde
vanuit de oorsprong: equivalent;

6. projectie door uitzetting van de boog van-
uit de oorsprong: equidistant;

Deze projecties zijn te onderscheiden in twee
verschillende typen, de perspectivische en de ge-
trouwe. De orthogonale projectie kan worden
gezien als een bijzonder geval van de stereogra-
fische projectie. Daartoe denken we de hoogte
van het vaste punt oneindig ver weg, zodat de
projectielijnen praktisch loodlijnen op het pro-
jectievlak worden. Ook de conforme en gnomo-
nische projectie zijn bijzondere gevallen van de

stereografische: het vaste punt is alleen niet bui-
ten de bol maar er binnen. We noemen dit type
azimutale projecties perspectivisch. Bij de equi-
valente projectie wordt de hoek tov de oorsprong
getrouw weergegeven, en bij de equidistante pro-
jectie de afstand tov de oorsprong; daarom noe-
men we die twee getrouwe projecties.
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De codrdinaten van het projectiepunt (z, y) is
bij alle projecties te vinden uit een herschaling
van de eerste twee codrdinaten van de orthogo-
nale projectie, met als projectiepunt (z1, x2).
De oorsprong kan worden gezien als het cen-
trum van ’vergroting’, met wvergrotingsfactor p,
van het orthogonale projectiepunt (z1, 2) naar
het projectiepunt (z, y) waarvoor geldt:

x = p(cos¥sin @) )
y = p(cos o sind — sin ¥ cos ¥ cos ¢)

De vergrotingsfactor p wordt bepaald door
"diepte’ waarop projectiepunt ligt ten opzichte
van de diepte van het globepunt (alles vanuit
het vaste punt gezien). Ligt het vaste punt op
een afstand r van het midden van de globe dan
is de vergrotingsfactor bij de vaste punt projec-
ties:

_ (r—1) _ (1-29)
r— T3 1— sx3

(4)

x3 = sin Yo sin ¥ + cos Yo cos ¥ cos ¢

met s = 1/r. Bij de stereografische projectie is
1<r<ooof0<s < 1. Deorthogonale projec-
tie is een stereografische projectie met r = oo of
s = 0; wiskundig is nodig om teller en noemer in
het rechterlid van de eerste vergelijking te delen
door r. Verder hebben we de conforme projec-
tie voor r = —1 of s = —1 en de gnomonische
projectie voor r = 0 of s = —oo. Het volgende
overzicht geeft r, s en de vergrotingsfactor:



projectie S vergrotingsfactor u
orthogonaal 0 1
stereografisch s (1—-29)/(1 — sz3)
conform -1 2/(1+ xz3)
gnomonisch —00 1/x3
equivalent V2/1+ a3
equidistant arccos(xs)//1 — 23

De vergrotingsfactoren voor de eveneens gege-
ven equivalente en equidistante projecties heb-
ben een iets andere vorm dan die van de perspec-
tivische projecties. Merk op, dat hier ingewik-
kelde functies nodig zijn; bij equivalent de wortel
van de conforme vergrotingsfactor, bij equidis-
tant de boogcosinus om de booglengte te bepa-
len. Bezie de equivalente projectie van een punt
T met diepte x3:

2

3
In de figuur zien we enkele rechthoekige driehoe-
ken waaruit we voor de vergrotingsfactor aflei-
den van de getrouwe projecties:

r = 7’§+(17I3)2
rs = 1-— SC%
ivalent o 2
equivalen =— =
4 H T3 1 + I3
x5 = cos(f3)
arccos(x
equidistant p = @ = &
r3 r3

Projectie van het gradennet

Over de globe ligt het gradennet bestaande uit
breedtecirkels, evenwijdig aan de evenaar, en
lengtecirkels, loodrecht op de breedtecirkels en
gaande door de polen. Bezie je een cirkel vanaf
een punt op de cirkelas dan zie je werkelijk een
cirkel. Maar vanuit een iets andere positie zie
je een ellips. De perspectiviesche projectie van
een cirkel op een vlak kan dus variéren van cir-
kel tot ellips, maar ook een lijn, hyperbool en

parabool zijn mogelijk: in het algemeen is de
projectie een kegelsnede. We onderzoeken voor
de perspectivische projecties van een netcirkel
de algebraische vorm.

Breedtecirkels en lengtecirkels worden ge-
kenmerkt door het constant zijn van breedte of
lengte. Bij de breedtecirkel is dus ¥ constant en
¢ variabel. Omgekeerd is bij de lengtecirkel ¢
constant en 1 variabel.

breedtecirkels

Eerst onderzoeken we breedtecirkels, met vari-
abele ¢ en constante ¥ (en ¥p). Kenmerkend
voor r1, X2 en xg is de lineairiteit in cos ¢ resp
sin ¢, met ’constanten’ ap, ey, dp, Sp en ¢, (onder-
ling athankelijk):

ap = cosV
ey = cosVosint d, = —sindpcos?d ()
sp = sindp sind ¢ = cos o cosV
die tezamen de breedtecirkel kenmerken:

r1 = apsin ¢

(6)

To = ey + dp cos @

x3 = Sp + Cp COS P

Inspectie van de vergelijkingen voor de perspec-
tivische projecties (|s| < 1) leidt tot het vol-
gende karakterisering van de perspectivische pro-
jectie van een breedtecirkel:

B sin ¢
xicb—&—acowﬁ
e+ dcos ¢
y:Cb—i—acosqb (7)
a=-sc¢ b=1—ss, c¢c=(1-9)ap
d=—sindp e=cosdpotand

De noemer geeft aanleiding tot kegelsneden.

Voor de gnomonische breedtecirkel projectie

(s = —o0) zijn de constanten rechtstreeks:
a=c, b=s, c=a
b b b (8)
d= db/ab e = eb/ab



Voor de equivalente breedtecirkel projectie, met
de wortel in de noemer, krijgen we:

sin ¢
x:ci\/m
_ e+dcos¢
- Vhtacoso (9)
a=c b=1+s
¢ = cosIV?2
d= —sindp e =costptant

Ook hier kan (de wortel in) de noemer aanlei-
ding geven tot kegelsneden.

lengtecirkels

Lengtecirkels zijn grote cirkels (door de polen)
bij een constante lengte. Bij de lengtecirkel is
¢ constant en ¢ variabel. De codrdinaten wor-
den gekenmerkt door ’constanten’ ¢, s, by, dy, e,
naar analogie met de constanten bij de breedte-
cirkels:

x1 = by cos ¥

xo = e;sind + d; cosv (10)
T3 = §;8ind + ¢; cos ¥
by = sin ¢
e; =costVo d; = —sintp cosp = —s;cos @
sy =sindo ¢ = cosp cos ¢ = e;cos ¢

(11)

We zien dat bijna alle codrdinaten niet alleen
cos ¥ maar ook sint bevatten. Het is echter
altijd mogelijk om een lineaire combinatie van
sinus en cosinus uit te drukken in alleen cosi-
nus met een geschikt gekozen amplitude a,, en
faseverschuiving 1,,. De fase verschoven hoek
noemen we de breedteverschilhoek 0:

0=19—19,
Zo wordt x3:

r3 = s;sind + ¢; cos ¥ = a,y, cos O

cos Wy, = ¢/ am

QA = \/812-1-612 = \/1— cos20p sin? ¢ = \/1—al2

a; = coso sin ¢ = by

sin¥y, = s;/am

(12)

In het speciale geval dat de oorsprong op de
evenaar op de as van de lengtecirkel ligt met
sino = cos¢ = 0, is ;=1 en zijn a,,=x3=0;
er is dan geen rotatie.

Ook de codrdinaten z; en x5, of combinaties
daarvan, kunnen worden uitgedrukt in sinus (of
cosinus) van de hoek 6. Zo leidt de lineaire com-
binatie met A1, Ao tot:

Az + Aoxe = (A1 + Aad)) cos ¥ + Age; sin ¥
= [(A1h; + Aad)) cos Wy + Aaeg sinddy,] cos 6 +
+ [—(A\1by + Aady) sindy, + Aaep cos 9y, ] sin 6
= [Mbic; + No(dicy + €gs1)] cos0/ay, +

+ [ Aibisi + Aa(erer — disy)] sin6/any,

= biei[Ac/er + Aabys) cos0/an, +

+ [=A1bis; + Aacy /e sinb/a,,

Alleen de cosinusterm blijft over als:

—A1bis; + Ao cosp =0
)\1 = cl/el )\2 = blsl

Alleen de sinusterm blijft over als:

)\161/61 + Aobys; =0
)\1 = —blSl )\2 = cl/el

met verwisselde \’s en A2+A\3=(c;/e;)?+(b;s1)?,
en dat blijkt mirakuleus gelijk aan a2
cos? &+ sin? ¥ sin? p=1— cos? Vo sin? p=1—a?.
De MA/a,, combinaties van z; en xo vormen een
draaiing om as 3 over een hoek «:

sina = bys;/an, = sin Yo sin ¢/ an,
cosa = ¢ /e;/am = cosd/anm,
tan @ = sin Yo tan ¢ (13)
T} = z1cosa + xesina = a; cos

rh = —x1sina + xacosa = sinf

Toepassing van de faseverschuiving over hoek
¥,, en de rotatie over hoek « leidt tot het vol-
gende karakter van de perspectivische projectie
van een lengtecirkel:

, e+ dcosf dcos 6
' =c =c
b+ acosf 1+ acosd
J sin 6 sin 6

(14)
e=0

- Cb—i—acos@ - C1 + acosf
c=(1-9)

a=—say, b=1 a,=4/1-ad}

dezelfde vergelijkingen als bij de breedtecirkels,
maar door de rotatie zijn de rollen van x en y
verwisseld, evenals die van ¢ en 6. Er is nu
slechts een enkele variabele a; (logisch: alle leng-
tecirkels zijn grote cirkels, terwijl breedtecirkels
allerlei grootten hebben). Dit zijn kegelsneden

d = a; = cos VYo sin ¢



als d £ 0. Voor d =a; =0is 2’ = 0, de (gero-
teerde) verticale lijn door de oorsprong.

Voor de gnomonische projectie (s = —o0) van
de lengtecirkel, met v = 1/z3, zijn de vergelij-
kingen:

, dcosf a
= —

acosf  apn,

, sin 0 tan 0

~ acosf Am (15)
a=a, b=0
c=1 d=a; e=0

(geroteerde) verticale lijnen a'=q;/a,, ook als

ap 75 0.
Voor de equivalente projectie van de lengtecirkel
krijgen we op vergelijkbare wijze

dcosf
¥ = V20— = a;\/2/a,,Vcos O
vacosf 2/
sin 0

y'=\/§ sin 6 _ /72/am

Vacosd Vcosf (16)
a=a, b=0
c=V2 d= a; e=0
normaalvorm-op-zijn-kant achtige krommen

y? = 1/2% — 22 met 0 < |z| < 1, die we niet
verder bespreken. Ook hier bij a; = 0is 2/ = 0:
de verticale lijn door de oorsprong.

Perspectivische projectie net-
cirkel altijd kegelsnede
We hebben gezien dat de algemene gedaante van

de perspectivische projectie van een breedtecir-
kel kan worden geschreven als

sin ¢
I:Cb—i—acosqﬁ
e+ dcos ¢
yzcb+acos¢ (17)
a=—-sc b=1-ss c=(1-$)ap
d=—sindp e =cosVptant

Omdat —1 < sin,cos < +1, wordt de noemer
van z (of y) begrensd b—|a| < b+acos ¢ < b+/|al.
De vraag is of de noemer 0 kan worden. Dat
hangt er van af of |b| groter of kleiner is dan
la]; dat wordt bepaald door het teken van de

discrimant D:
D=V —a*>=(b+a)b—a) (18)

Er zijn drie mogelijkheden voor de projectie:

1. D> 0, |b] > |a|: ellips
b—a, b en b+a liggen aan dezelfde kant van
0, dus heeft de noemer b+a cos ¢ het teken
van b (# 0), en zijn z en y begrensd;

2. D=0, |b| = |a|: parabool
b—a, b en b+a liggen aan dezelfde kant van
0, dat samenvalt met een van beide ran-
den, zodat de noemer b+a cos ¢ net ‘raakt’
aan 0, en = en y onbegrensd zijn, waarbij
y eenzijdig;

3. D <0, b < lal: hyperbool
b—a en b+a liggen aan verschillende kan-
ten van 0, zodat de noemer b+acos¢
‘door’ 0 gaat, en x en y naar beide zijden
onbegrensd zijn;

We zullen nader laten zien dat de projecties in-
derdaad kegelsneden zijn. Een kegelsnede is een
tweedegraads vorm in x en y met een centrum
en hoofdassen. Gezien de vorm van z en y zijn
de hoofdassen gewoon in de richting van x en y
en ligt het centrum op de y-as; dan is er een li-
neaire combinatie a(y —y. )%+ 322 = 7. Daartoe
zoeken we een geschikte verschuiving p in y/c:

(e+dcosd) — p(b+acos @)
b+a cos ¢
_ (e—pb) + (d—pa) cos ¢
b+a cos ¢

(y/c—p) =

Het kwadraat van de teller bevat een dubbel-
product term in cos ¢ die op een factor na ge-
lijk moet worden aan de dubbelproduct term in
yc?(b+acos ¢)?. Dat kan, op een factor A na,
als de waarden a en b verwisseld worden:

(e — ub) = Aa

(d— pa) = Ab
pw=(be—ad)/D=7"/D
A= (bd—ae)/D=A/D

(19)

De determinant van de vergelijkingen is de
discriminant D. Als D=0 zijn de vergelij-
kingen strijdig tenzij A=0. Dan is A=0 en
u=e/b=d/a=y/c, de rechte lijn. Omgekeerd
geldt dat er slechts dan een rechte lijn is als A=0.
Als D#0 blijkt het kwadraat van de verschoven
y eenvoudig van vorm:

a+bcoso

) = N TR

(y/c—n) bt acoso
a+bcoso., 5 o l—rcos?¢
— ) =1-0b"-0a)—
(b—i-acosqb) ( “ )(b—l—acosqﬁ)2

(y/c—p)?/X* =1—-D(z/c)?,



met als tweede resultaat:
Als de discriminant D=0, dan is de projectie van
de netcirkel een kegelsnede, ellips of hyperbool:

D=0t —-a’>#0
(y = c)?/(eA)? +2*(D/c*) =1 (20)
(y—Cy)?/ R}, + sign(D)(x—C,)? /B3 = 1

De kegelsnede parameters zijn Cy=cu, Ry=cA en
C,=0, R,=c/+/]D|. Voor D > 0 hebben we de
ellips (of cirkel), voor D < 0 de hyperbool.
Gezien bovenstaande vorm ligt het centrum van
de kegelsnede in =0, y=cu, en de hoofdassen
langs de y-as en z-as. In geval van de ellips
(cos? 4 sin? =1) hebben we de ellips parameter-
vergeligking:

. _a+tbcos¢
(¥ —ye)/cA = cosu = 7b+acos¢ o
sin ¢
= 51 = Di
x/eA =sinu =V b acosd

en in geval van de hyperbool (Cosh2 — sinh? =1)
de hyperbool parametervergelijking:

a+ bcos ¢
b+ acos ¢

/e = sinhu = +/|D| sin ¢

b+ acos ¢
waarbij we zijn overgegaan op hyperbolische
trignometrische functies.
Resteert D=0, de parabool. Vul a= &+ b recht-
streeks in, en onderzoek of een lineaire combi-
natie van y en 22 mogelijk is, :

(y — ye)/ch = coshu =
(22)

B sin ¢ _ e+ dcos ¢
JI:_(C/b)lzlzcosqb y=(c/b) 1+coso
.2 2
2 s sin“¢ 9 1 —cos*¢
"= (efb) (1+£ cos¢)? = (c/b) (1 £ cos ¢)?
B 91 F cos¢
= (e/b) 1+coso

Of te wel, zijn er een «, § zodat
y= a2’ + 8
(¢/b)(e + dcos¢) =
= a(c/b)?(1 F cos ¢) + B(1 = cos p)

Door bijvoorbeeld cos ¢ = F1 te nemen vinden
we « en 3:

o =

8=

(b/c)(eFd)

(¢/b)(e £ d)

N |~ N |-

en de z, y-paraboolvergelijking voor a= =+ b:

y = ~(b/)(eFd)a® + ~(c/b)(exd)  (23)

Het teken van « bepaalt of het een dal-parabool
of een berg-parabool is. De parabool parameter
vergeligking is:

xz/(c/bleFd)) = (eq:d)%
(1= A3 /b)) = (TP (o

Uit de parabool eigenschap: “de afstand van een
punt van de grafiek tot het brandpunt (straal)
is gelijk aan de hoogte boven de ‘directrix ‘lijn”,
volgt dat de directrix evenveel onder het dal-
punt ligt als het brandpunt erboven (of bij een
bergpunt juist omgekeerd); de brandpunt af-
stand yy = %p is gelijk aan de halve perimeter p,
de afstand tussen brandpunt en directrix (a-as).
De afstand tussen de parabool en het brand-
punt, de straal r, is enerzijds r = y (of r = —y
bij de topparabool), terwijl anderzijds volgens
de stelling van Pythagoras, 72 = 22 + (y — p)?:

1 1
(y — ;p) = ;xQ/p dal/top

. sinu
r=rsinu=p——
1+ cosu

cos U
Yy—p=rcosu=p——
1+ cosu

de standaard paraboolvergelijking ten opzichte
van de directrix (p > 0 of p < 0). Uit de
z-parameter vergelijking volgen perimeter p en
poolhoek u (de poolas is gericht van brandpunt



naar de directrix):

p=1/2a = (¢/b)/(eFd)

B sin ¢
= (exd) 1+coso

(v—B)/p= - (a/p)*

sinu

1+ cosu

De paraboolparameters zijn: R,=R,=p=1/2a,
Cy=0, Cy=P=5(c/b)(exd) = 5p(c*~d?).

Merk op de herschaling met een factor (eFd)
van projectiehoek ¢ naar poolhoek u; zie de uit-
werking van het verband tussen de poolhoek u
en de projectichoek ¢ in het deel “Hoektrans-
formaties”. Daar blijkt dat bij alle kegelsneden
tan(u/2) een herschaling is van tan(¢/2).

projectie van
netcirkel soms lijn of kegel-

snede.

Equivalente

Omdat de noemer in de equivalente projectie
van de gradennetcirkel een wortel bevat, ligt het
voor de hand om te zien of er toch nog een li-
neaire combinatie van 2 en y? mogelijk is voor
alle ¢. Door vergelijken van cos ¢-machten vin-
den we de voorwaarden waaraan de A’s en de
gradennetcirkels moeten voldoen:

1= A2 4+ Ay
(b+acos¢) = A\yc?sin® ¢ + A\, (e + dcos ¢)?
cos-term A\, c? = a/2ed
cos®-term  \,c? = \,c2d® = ad/2e
constante b= \,c® + \,c?e? = a(e? + d?)/2de
Voor breedtecirkels is een kegelsnede oplossing
mogelijk mits
0 = —2bde + a(d* + €?) = cosVo =0 V
0 = —2b(dsin ) + cos® ¥(d* + cos? I tan? )
= —2b(—sp) + cos? 9sin? 9o + cos? Yo sin? ¥
= 2(1 + sp)sp + cos? I sin? ¥ + cos? Vo sin? 9
= 2(1+ sp)sp + sin? 9o — s7 4 sin® 9 — 52
= 253, 4 sin? ¥ + sin? ¥ = (sin ) 4 sin¥p)?
=sind + sindp
Als de oorsprong op een pool ligt (cosdo=0,
Yo = j:%w) ziijn a = e = 0, en d = F1, zo-

dat A\,c® = )\y02 =b =1=+sinY: de breedte-
cirkels worden als cirkels afgebeeld met straal

R = cos?\/2/(1£sind) = /2(1 Fsinvd) =
2cos((V F 37)/2).

Als de tegenoorsprong op de breedtecirkel ligt
(sinv= — sind¥p, 9= — ¥p), vereenvoudigen
de constanten tot a=b=cos? ¥y, en d=e= —
sindo, zodat A\yc? = cos?¥p/2 en A\,? =
cot? 9o /2. De breedtecirkel wordt als ellips rond
O afgebeeld met stralen R,=2cosd/cosdo
en R,=2cosvd/|cotVp|. Gelijke stralen(cirkel)
treedt alleen dan op als sin¥p=1, dus O op een
pool.

Voor lengtecirkels zou de voorwaarde voor een
kegelsnede bij equivalente projectie zijn

0 = —2bde + a(d* + €*) = ad® = apa}
a;=0Vi]al=1 a;=cosdosin®

Dat kan niet, want als a¢; = 0is 2’ = 0, een gero-
teerde verticale lijn; en met |a;| = 1 zou a,, =0
dus x3 = 0 zijn, wat niet mag in de noemer.

Discriminant en kegelsnede
bij perspectivische projectie.

breedtecirkels

De discriminant waarde D = b — a® bepaalt
het type kegelsnede. We zullen laten zien dat
de discriminant positief is voor breedtecirkels in
de perspectivische projecties, met |s| < 1—dat
zijn de projecties stereografisch (1 > s > 0),
orthogonaal (s = 0) en conform (s = —1):

b+a=1-s(cp+ sp)
=1 — s(cos Vo cos v + sin o sin )
=1—scos(d — Vo)
b—a=1+4 s(cy — sp)
=1+ scos(¥+ Vo)
D = (1-scos(¥ —90))(1+ scos(¥ + Y0))

Aangezien |cos| < 1én |s|] < 1is |scos| <1
zodat beide factoren van de discriminant niet
negatief zijn en D > 0. Het randgeval D = 0,
treedt alleen op als beide |s| = |cos| = 1 zijn.
Dus alleen als s= — 1, de conforme projectie, en
als |0 — do|=n of als |¢ + ¥o| = 0. Daarvan
is alleen ¥ = ¥o mogelijk, maar dan gaat de
breedtecirkel door de oorsprong en degenereert
de projectie tot een lijn.

Tussen haakjes: het niet negatieve van D blijkt



ook uit de relatie tussen D en A?:

D=1V —a®=(1—ss)° — s%c}
=1—2ss;, + s%(s7 — c})
= cos? 92 4 sin® 9o — 288y, + 52 (52 — ci)
= cos? 9% + (ssind — sindp)? +
+ s%(s7 — i — sin? 9)
=A% 4 (1—5%) cos® Vo

immers

A =0bd—ae
= (1—ssp)d — (—scp)e = d + s(cpe—spd)
= d + s(cos® Yo sin ¥ + sin® Yo sin v)

= ssind — sindp

In het bijzonder verdwijnt de verschilterm als
s= — 1, bij de conforme projectie, waarbij D =
A? is, dus |A] = VD, waardoor R, = R, =
2cos?|sind 4 sinp| en alle ellipsen degenere-
ren naar cirkels.

In de gnomonische projectie (s = —o0) zal de
discriminant voor breedtecirkels iedere waarde
tussen — cos? 9o en + sin® Yo kunnen hebben:

_ 12 2_ 2 2
D=0V —a" =5, —c¢
= sin? Yo sin? ¥ — cos? Yo cos? ¥

= —cos? Yo +sin? 0

Merk op, dat D niet verandert als het teken
van 9 of Yo verandert, zodat ze slechts af-
hangt van de absolute waarde ervan. Het geval
D = 0, treedt op als |cosVp|=|sind|, dus als
19| = |7/2 = dol.

We zagen hiervoor dat de equivalente projectie
van een breedtecirkel een cirkel is, als de oor-
sprong op een pool ligt (Yo = ﬂ:%ﬂ'), een ellips,
als de tegenoorsprong op de breedtecirkel ligt,
of een lijn, als die breedtecirkel de evenaar is.
Samengevat krijgen we voor de projectie van een
breedtecirkel:

lengtecirkels

Ook lengtecirkels in perspectivische projecties
(Is| < 1) blijken een positieve discriminant te
hebben:

b=1 a=—-sapn

D=1~ (sam)®=ai+ (1 —sa}
Aangezien |a;| < 1, is a;, < 1 en geldt opnieuw
voor |s| < 1 dat D > 0, zodat alle lengtecir-
kels bij stereografisch-achtige projecties ellipsen
worden. Het randgeval D = 0 doet zich voor
als beide |s| = |a,;,| = 1. Dan is s = —1 (con-
forme projectie) en a; = cost¥psing = 0: of
[Yo| = 7/2 of $ =0 (of ¢ = 7, maar dat is de-
zelfde lengtecirkel). Dan is of de oorsprong op
een pool (|9o| = 7/2), of de lengtecirkel gaat
door de oorsprong (¢ = 0, ¢ = ¢p). In ieder
geval degenereert de conforme projectie daar tot
een lijn.

Voor de

De gnomonische projectie (s = —oo) van een
lengtecirkel is altijd een lijn, zagen we eerder.
Bij de equivalente projectie van een lengtecirkel
krijgen we een lijn als de oorsprong op een pool
ligt en anders speciale krommen.

Samengevat krijgen we voor de projectie van een
lengtecirkel:

alle projecties O op pool lijn
O op lengtecirkel lijn
niet gnomonisch O op evenaar cos =0 cirkel
gnomonisch lijn
perspectivisch anders ellips

Wanneer degeneratie?

Een ellips, parabool of hyperbool kan de ge-
daante aannemen van een lijn als een van de
stralen nul wordt. Als de stralen van een el-

alle projecties O op pool cirkel lips gelijk worden hebben we een cirkel, zoals
perspectivisch  ssin¥=sindp lijn bij de conforme projectie. We onderzoeken de
anders ellips  degeneratie zo mogelijk direkt vanuit de basis-
conform —O op breedtecirkel lijn vergelijkingen.
anders cirkel
gnomonisch |9 > |7 /2—|0] ellips
[¥ = |7/2—|90] paraboolbreedtecirkel als lijn
[9] < |m/2— |90l hyperbool
equivalent Y =190=0 lijn Een breedtecirkel wordt een horizontale lijn als
9= -0 ellips ¥ = p(x3)r2 constant wordt. De eerste moge-



lijkheid doet zich voor als x5 = 0 voor alle ¢:

To =ep+dpcosp =0
ep =0Ady, = —sindpcosty =0
cosVosint = 0 Asindp costd =0
sindo =0Asind =0

dus: de oorsprong ligt op de evenaar en de
breedtecirkel is de evenaar. De tweede moge-
lijkheid, dat zo en x3 tegelijk constant worden
doordat de variabele (cosinus)termen in x5 én 3

tegelijk zouden verdwijnen, blijkt niet mogelijk
omdat er geen breedtecirkel is op de polen.

To=¢ep+dycos¢p x3 =S+ CpCosP
dy

cost =

—sin¥pcosty =0 A ¢, = cosIpcost) =0
0

De derde mogelijkheid, dat de cosinusterm in o
wegdeelt tegen een deel van de vergrotingsfactor
u(x3), doet zich voor bij de meeste perspectivi-
sche projecties. Uitdelen betekent daar:

d

a

et+dcosgp e

y_cb—l—acosq’) _CB
e d
=0V -=-—
¢ b a
A =bd —ae = ssind —sindp =0

(cos? =0) V (ssint = sindp)

Specificerend: bij de orthogonale projectie (s =
0) ligt de oorsprong op de evenaar en iedere
breedtecirkel wordt een lijn; bij de stereogra-
fische projectie (0 < s < 1) ligt het vaste
punt O van de waarnemer in het vlak van de
breedtecirkel;bij de conforme projectie (s= —
1), ligt de tegenoorsprong —O op de breed-
tecirkel. Bij de gnomonische projectie (s =
—o0) kan niet aan de voorwaarde voor delen
worden voldaan: cosdo tand/ sin 9o sin
—sindo/ cos Vo cosV of tan? o = —1.
Samengevat: De projectie van een breedtecirkel
is een (horizontale) lijn als:

iedere projectie O op breedtecirkel = evenaar

orthogonaal O op evenaar
stereografisch O in vlak van breedtecirkel
conform —O op breedtecirkel

lengtecirkel als lijn

We zagen eerder dat de gnomonische projec-
tie van lengtecirkels lijnen worden, en wel ge-
roteerde verticale lijnen door de oorsprong be-
paald door z/y = 2} /x}, = a; = cos Vo sin ¢. Bij

alle projecties wordt een lengtecirkel een (gero-
teerde) verticale lijn als * = p(x3)z] constant
wordt. De eerste mogelijkheid daartoe is dat 2
verdwijnt:

xp =ajcos0 =0 a; =cosVosing =0
cos¥o =0Vsing =0

Dat is: de oorsprong ligt op een pool (|do| =
w/2) of de oorsprong ligt op de lengtecirkel
(¢ =0V ¢ = m). De mogelijkheid dat x4 con-
stant wordt doet zich niet voor.

Samengevat: de projectie van een lengtecirkel is
een scheve (verticale) lijn als:

iedere projectie O op pool
O op lengtecirkel
gnomonisch altijd

breedtecirkel als cirkel

We merken op, dat de projectie van een cirkel
weer een cirkel is als het vaste punt van de pro-
jectie op de as van die cirkel ligt en het projec-
tievlak evenwijdig aan het cirkelvlak is. De as
van een breedtecirkel is de poolas, de as van een
lengtecirkel ligt in het vlak van de evenaar. Bij
een lengtecirkel moet de oorsprong op de lengte-
cirkel liggen op de evenaar. Bij de breedtecirkel
is voldoende dat de oorsprong op een pool ligt.
Dan geldt voor een punt van de breedtecirkel
cp = costpcost) =0, dus 3 = sp + ¢pcosp =
sp = sindp sind = £sind. Verder is 22 + 23 =
1 —2% =1—s? = cos?¥, dus de straal van de
projectiecirkel is R = |u(sin ) cos |, waarbij u
afhangt van het type projectie.

Bij de conforme projectie zagen we eerder dat
ongeacht de positie van de oorsprong de pro-
jectie van ongeacht welke cirkel een cirkel is.
Omgekeerd degenereert een ellips tot cirkel als
R,=R,, dus als A=v/D. Dat laatste gebeurt als
(1—52) cos ¥o=0. Maar dat zijn juist de zojuist
beschreven situaties.

Samengevat: de projectie van een breedtecirkel
is een cirkel als:

O op pool
altijd

iedere projectie
conform

lengtecirkel als cirkel

De projectie van een lengtecirkel is een cirkel als
de oorsprong op de as van de lengtecirkel ligt,
dus op de evenaar. Dan is 9o = 0 en ¢ = 7/2.
Bijgevolg geldt voor punten van de lengtecirkel



d = a; = singcostp = 1, a = a,, = 0 en zodat de ellips parameters kunnen worden ver-
23 =0. Verder is 2% + 23 =1 — 22 = 1, dus de eenvoudigd tot cirkel parameters:
straal van de projectiecirkel R = u(0) constant,

maar afhankelijk van het type projectie. R, = |Ry| =2cosd/|sind + sindo|
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Samengevat: de projectie van een lengtecirkel is Cy =2cosVo/(sin¥ + sindp) (25)
een cirkel als:
Bij de gnomonische projectie (s = —o0) van de
iedere projectie O op as lengtecirkel dus evenabreedtecirkels worden de ellips parameters :
A =bd —ae = —sin? (26)
Parameters voor kegelsneden T = be — ad = sin 9o cos o/ cos ¥
We bepalen eerst de parameters A en p van de R, = sign(b) cos ¥/ VD
kegelsnede voor D # 0 voor breedtecirkels en- R, =sindcosy/D (27)
lengtecirkels. Daarna bepalen we de parameters C, = sindo cos 9o /D
van de parabool voor D = 0, beide voor breed-
tecirkels onder de gnomonische projectie. .
breedtecirkel als hyperbool
breedtecirkel als ellips We bepalen de hyperbool parameters onder de

voorwaarde D < 0, waaraan alleen voldaan
kan worden door de gnomonische projectie (s =
—o0) van breedtecirkels. Alle breedtecirkels
waarvan |¢] = [9o| < £m/2 worden geprojec-
D= (1 scos(d—90))(1 + scos(d + o)) teerd als hyperbool. De bf}paling van 'de para-

meters gaat analoog aan die van de ellips para-
A =bd —ae meters, rekening houdend met het extra minte-
—(1 = ssp)sindp + scpcoso tand ken bij 7. De hyperbool parameters voor breed-
tecirkels worden:

Verder uitwerken van de factoren voor perspec-
tivische projecties(|s| < 1) van breedtecirkels,
geeft:

= —sindo + ssin? Yo sind + s cos? 9o sin I
= ssind —sindo D = —cos(¥ — Yo) cos(I + Vo)
R, = cos 19/\/5

R, = —sindcosd/(—D)

T = be—ad = (sin¥—ssindp) cosdp/ cos Cy = —sindp cosdo/(~

en analoog

Beide A en Y/ = Y cos?/ cosJo zijn lineair is
s: bij s = —1 tegengesteld (F(sin? + sindp))
en bij s = +1 gelijk (sin®¥ — sinp). De teken- De parabool parameters worden bepaald onder
wisseling vindt dan plaats bij de nuldoorgang de voorwaarde D = 0. Dat bleek alleen bij de
s = sind/sindo of de omgekeerde. gnomonische projectie (s = —oo) van breedte-
De breedtecirkel ellips parameters worden daar- ~cirkels voor te komen. Dan zijn van belang:
mee:

breedtecirkel als parabool

¢/b = cos?/sindo sin ¥

R, = (1—s)cos9/VD e+d—51n(19 Y0)/ cos ¥

R, = —(1—s)cos¥(sindp — ssindd)/D (24) e —d=sin(¥+90)/ cos?

Cy = (1—s)cosVo(siny — ssindo)/D a—b—cos( 90)
a+b=cos(d — )

Merk op, dat (R,/R;)?=A%/D < 1 is, omdat
D > A2, zodat de grootste as in de x-richting is.
Bij de conforme projectie (s = —1) doet zich
nog iets bijzonders voor. Dan blijkt dat de dis- ¢/b=+1/cosdo
criminant een perfect kwadraat is:

In geval a = b, is ¥ = £7/2 — Yo waardoor:

e—d=1/sinvdo
D = A% = (sin¥ +sinp)? e+ d = cos(290)/sin Vo
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met parameters:
Rz =Ry = (¢/b)/(e —d) =p = ttando

Cy = -(c¢/b)(e + d) = £cot(200)

1 (29)

In geval @ = —b, is ¥ = +7/2 + Jo. Dat
wordt bereikt door de eenvoudige verwisseling
Yo — —1¥o. De parameter waarden worden
daardoor tegengesteld: de parabool komt ’op
zijn kop’.

lengtecirkel als ellips

Bij de perspectivische projecties (|s| < 1) van

lengtecirkels worden de benodigde factoren:
D=V —a®>=1—(say)*
A=ae—bd=—-d=—q
T =be —ad = —ad = saq

Daarmee kunnen de lengtecirkel ellips parame-
ters worden uitgedrukt:

Ry =(1- s)/VD
Ry, =(1-s)a;/D
Co=01-9)sama;/D Cy=0 (30)
cos @ sin ¢ sin Yo
cosa = =—"
Qm A,

De rotatiehoek oo = 0 als a,,, = 0. Ook hier is bij
de conforme projectie (s = —1) de discriminant
een perfect kwadraat: D —A? = (1—s2)a?, =0,
zodat D = A% = alz. De ellips parameters ver-

eenvoudigen daarbij tot cirkel parameters:
R, =2/la;| R,=-2/a
Y /‘ l| T / l (31)
Cy=2an/a; Cy=0

Zichtbaarheid

Niet ieder punt van de globe is zichtbaar voor
een waarnemer. Welke punten zichtbaar zijn
hangt af van de projectiemethode. Bij de ortho-
gonale projectie is eenvoudig te zien dat maxi-
maal de helft van de globe zichtbaar is: de
helft die naar de waarnemer is gekeerd. Wis-
kundig geformuleerd: Een punt op de globe is
bij orthogonale projectie buitenzicht als x3 < 0
en in zicht als z3 > 0. De wuiterst zichtbare
coordinaat, notatie xs,, is de kleinste coordinaat
die zichtbaar is. Vanaf het midden van de globe
gezien zijn alle punten van de globe zichtbaar
die binnen een hoek ¢, liggen ten op zichte
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van de as naar de waarnemer. We kunnen de
zichtbaarheid verder beperken door de zichtbare
rand onder een kleinere hoek ¢, < ¢, te ne-
men met bijbehorende randcodrdinaat x3, zodat
T3 = COS ¢, en x3, > T3,. Bij de orthogonale
projectie is ¢, = 7/2 (90 graden) dus x3, = 0.

globepunt

Wat is de kleinste codrdinaat die zichtbaar is
bij projectie van een globepunt? Bij de stereo-
grafische projectie zit de denkbeeldige waarne-
mer op een 'hoogte’ r, waardoor nog niet de
halve bol zichtbaar is. Het zichtbare deel van
de bol heeft een minimale waarde z3,. Welke
waarde dat is volgt uit de tekening, waarbij zulk
een punt is getekend in het gemeenschappelijke
vlak, met oorsprong bij 1 en waarnemer bij r.

Lz
Qz

Xz
T3z

Uit de evenredigheid van de staande kleine
rechthoek en de liggende grote rechthoek volgt:
23, : 1 =1:r, waarbij z3, = 1/r = s = cos a,.
Voor de afstand van waarnemer tot het verst
zichtbare punt geldt a? = 72 — 1 = 72(1 — s?).
Een punt van de globe is onzichtbaar bij stereo-
grafische projectie als xs < x3, = s is. Door

invullen van s = 0 voor de orthogonale pro-
jectie vinden we terug x3, = 0. Evenzo is bij
de conforme projectie x3, = —1. De gnomoni-

sche projectie, die projecteert vanuit het mid-
den van de globe op het raakvlak heeft uiter-
aard een minimale zichtcotrdinaat van xz, = 0.
Aan de andere kant kunnen alle punten van de
globe worden geprojecteerd op het raakvlak bij
de equivalente en equidistante projecties, zodat

daar x3, = —1. De wuiterst zichtbare codérdinaat
is:

projectie T3, 0%

stereografisch s arccos s

orthogonaal 0 /2

gnomonisch 0 /2

conform -1 T

equivalent -1 T

equidistant -1 T

Meer in het algemeen kunnen we de projec-
tie beperken door een randcodrdinaat binnen



de zichtbaarheid aan te geven met een rand-
hoek a,. Vanuit de waarnemer gezien zijn er
twee punten van de bol die, in perspectief, het
zelfde randpunt geven: P; en P,. Het dichtstbij-
zijnde randpunt P; wordt bepaald door de rand-
hoek: P; (cos a, sinq,.), met x3, = COS ;.
Het tweede punt P, is een vergroting van Pj.

P.

Voor de afstanden van de waarnemer tot de
randpunten geldt, volgens de machtstelling van
een punt ten opzichte van een cirkel, dat ajas =
a? = (r—1)(r+1) = r2—1. De vergrotingsfactor
van P, naar P; is gelijk aan as/a; = ajas/a? =
a%/a3. Volgens de cosinusregel in (drie)hoek
WCP; is a3 = r?+1—2rcosa; met a; = a,,
en cos oy = &3, zodat de vergrotingsfactor kan
worden uitgedrukt in r en x3,. Daarmee is dus

P, te bepalen:

(P2 = W) = (a2/a1)(Pr = W)
asfar = (r* =1)/(r* + 1 = 2ras,)
LTI
r2 + 1 — 2rzs,
xy —1=(r* =1)/(r* + 1 — 2ras,) (w3, — 1)
2y = 2= (7 4 Dy

2 (r2+1) — 2rzs,

Y2 = 1

netcirkel

Uitgaande van de randcoordinaat kunnen we
voor breedtecirkels en lengtecirkels bepalen bij
welke ellipshoek(en) wu, de zichtbaarheid ver-
dwijnt. Immers z3, < x3- < x3. Voor breed-
tecirkels geldt:

T3 = Sp + Ccpcos P > X3,

T3, < Sp 4 Cp COS P

In het bijzonder blijft een breedtecirkel geheel
buitenzicht (geen ¢ mogelijk) als het linkerlid
boven het maximum van het rechterlid is:

Zzr > Sp+ |
cos ¢, > cos(v — £90)
|¢T| < |19 - :t790|
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waar *+ het teken van ¢, is. De breedtecirkel is
daarentegen geheel binnenzicht als voor alle ¢
het omgekeerde geldt:
T3, < 8p — |l
cos ¢, < —cos(¥ + +£90)
|¢r| >T— |19 + :|:’l90|
Bij de lengtecirkel geldt voor de parameters
T3 = ap, cosl > x3, = cosb,
cosf > x3,/am = cos 0, /anm
In het bijzonder is een lengtecirkel geheel bui-

tenzicht als

Ay < T3r

\/1—a? <cosb,

De lengtecirkel is geheel binnenzicht als

—Qm 2 T3y

Grote cirkel door een punt

Hoe is een grote cirkel te beschrijven die door
een gegeven punt P; gaat (zeg de oorsprong
P, = 0)? In principe wordt de grote cirkel be-
paald door zijn as, die door het midden van de
bol gaat en loodrecht op de straal naar P; staat.
Het vlak loodrecht op die as, dat dus P; bevat,
is het vlak van de grote cirkel door P;. De drie
coordinaten assen die hierbij horen zijn dus:

1. e; in de richting van de raaklijn in P;
2. e9 in de richting van de grotecirkeldraaias
3. es in de richting van P;

Een punt P van de grote cirkel kan dan worden
beschreven door uit te gaan van P; = e3 en te
draaien over de draaihoek t rond de groetcirkel-
draaias. Een punt van de grotecirkel is:

P =ec3cost+ersint

De 3 coordinatenassen zijn eenvoudig uit te
drukken in de standaard assen met behulp van
de bolcodrdinaten van het startpunt P;. De
assen worden verkregen uit de standaardassen
in drie stappen, waarbij de grotecirkel evenaar
overgaat in de gevraagde grote cirkel. FEerst
draaien we om de aardas over de hoek ¢; om
onder het punt P; te komen:

el =( cospr ,0, —singg)
ea=( 0 L 0
eh=( sing; ,0, coseq)



Natuurlijk vereenvoudigt de formulering sterk
door alles verder te beschrijven vanaf deze rota-
tie, maw door over te gaan op de relatieve hoek
¢ = ¢—p1. We doen dat vanaf hier. Vervolgens
draaien om de eerste as (oosten) over de hoek
191:

=( 1,0 ,0)
ey = ( 0, cos ¥4 , —sinvy)
es = ( 0,sin v ,cosv1)

Het gedraaide evenaarsvlak gaat nu door het
punt P;, maar loopt daar evenwijdig aan de eve-
naar in de richting e€/. Neem aan dat de hoek
tussen de raaklijn e; en de evenaarsrichting ef
gelijk is aan «. Draai nu om de derde as (P;)
over de hoek o om de evenaar langs de raaklijn
te krijgen:

e1 = e cosa+ el sina
(cos a, cos ¥ sin o, — sin ¥4 sin a)

"L "
€y = —ej sSIlnQ + €5 Cos «

(— sin «, cos Y1 cos v, — sin ¥ cos @)

De grotecirkel door het punt P, = e3 is vast-
gelegd door de richting o die de raaklijn aan
de grotecirkel e; daar maakt met as €. Alter-
natief kan de grotecirkel worden bepaald door
een tweede punt P, te geven waar de grotecirkel
doorgaat. Nemen we aan dat het tweede punt in
de positieve richting van de grotecirkel ligt met
draaihoek gelijk aan de booghoek (:

P, =e3cosf+eysinf

= (cos asin B, cos Y1 sin asin 3,

cos ¥ cos B — sin ¢4 sin asin 3)

= (cos ¥z sin ¢g, sin Vg, cos V5 €os ¢2)
Merk op, dat de booghoek 3 rechtstreeks uit het
inproduct van P; en Ps volgt:

cos B =Py - P, = (0,sinv,cosd) -

(cos ¥s sin ¢g, sin Jo, cos ¥ cos o)

= sin ¢ sin ¥5 + cos 1 cos ¥5 cos Po

Hoektransformaties

Inleiding

Bij de transformatie van de geprojecteerde
bolcosrdinaten (¢) naar de standaardvorm in

13

poolcodrdinaten speelt de hoek u een belang-
rijke rol. Ze werd in essentie gevonden door uit-
drukkingen voor sinu (sinhu) of cosu (coshu)
in sing en cos®. We zullen nu laten zien dat
de verhouding van tan(u/2) (of tanh(u/2)) en
tan(¢/2) een constante is, gelijk aan de wortel
van parameter . Voor ellips of hyperbool:

_b—a
T b+4a

D
(b+ a)?

D

|b+ al

vl (32)

gl

Merk op, dat de tekens van v en D gelijk zijn.
In geval van de parabool is v athankelijk van het
teken van a

y=e—d alsa=0»

(33)
y=e+d alsa=-b

Bij de afleiding van de hoektransformatie gaan
we uit van de eigenschap dat sinus en cosi-
nus kunnen worden uitgedrukt in de tangens
t = tan(¢/2) van de halve hoek, en vergelijk-
baar voor de hyperbolische functies:

sing = 2t/(1 + t%)
cosp = (1 —1%)/(1+t?)
sinh ¢ = 2t/(1 — %)
cosh = (1 +1%)/(1 —t?)

Omgekeerd is dan:

tan(/2) = e
inh
tanh(4/2) = %

ellips

De relaties gevonden voor u zijn:

oSt — a+ bcos ¢
 b+acoso (34)
. sin ¢
sinu=vVD———
b+ acos¢



Overgaande op t = t4 = tan(¢/2):
a(l+ %)+ b(1 —t?)
b(1+12) + a(l — t2)

~(a+b)—(b—a)t?
(a+0)+ (b—a)t?

_ 1—~t2 _ 1—(yAt)?
L+t2 14 (A1)

2t
D
S \Fb(l +12) +a(l — t2)

B 2(a+0)t
N ﬁ(a—i— b) + (b— a)t?
vl

2t
E=Te
2 /7t
1+ (y/7t)?
volgt voor tangens t,, = tan(u/2):

ty = \ﬁt(z,

Ccosu

(35)

(36)

hyperbool

Voor D < 0 zijn de relaties gevonden voor u
vergelijkbaar aan die van de ellips, maar voor u
zijn de goniometrische functies vervangen door
de hyperbolische:

a+ bcos ¢
coshy = ———
b+ acos¢ (37)
sin ¢
inhu = /|D|—————
s | ‘b+acos¢

Met D < 0isy = (b—a)/(b+a) < 0, of vy = —|7|.
Vergeleken met de ellips krijgen we nu tekenwis-
selingen:

1—~t2

14 4t2

1+ hit?

1= (vhlt)?
2t

sinhu = \ |’Y|W
2y/ it
1= (V/lt)?

coshu =
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Als de herschaalde ¢ klein is: /[y[t < 1 kunnen
we die zien als tanh, en dus als ¢, = tanh(u/2):

=Vhlte

Is echter \/|y|t > 1, dan kunnen we haar zien
als coth, en dus als 1/t,, = coth(u/2):

= Vhilts

sinh u

fy = ————
“ 1+ coshu

(38)

sinh u

1/t, = ——
[t 1+ coshu

(39)

parabool

Voor D=0 is de transformatie het eenvoudigst
te vinden. We zagen al eerder hoe de projectie
was uitgedrukt in enerzijds de bolcoordinaat ®
en anderzijds de poolhoek u.

sinw sin ¢

= (eF 1+coso

1+ cosu d)
Allereerst merken we op, dat de ‘bovenste’ ver-
gelijking, voor a = b, overgaat in de onderste
vergelijking, voor a = —b, door spiegeling in de
z-as, mits e gelijk blijft en d van teken wisselt.
Feitelijk gaan ¢ en u over in het complement
m—¢, ™ —u, en dus de halve hoeken ¢/2 en u/2
over in het complement 7/2 — ¢/2, w/2 — u/2,
waardoor tan overgaat in de omgekeerde. We
beschrijven daarom alleen het geval a = b.

De goniometrische vormen voor zowel u als ¢
zijn gelijk aan de tangens halve hoek, zodat de
gewenste hoektransformatie direct volgt:

tan(u/2) = (e — d) tan(¢/2)
tu=7t Y =e—d



